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Resumen— En este trabajo se analiza el comportamiento de un filtro
pasabajas pasivo de primer orden, mediante diferentes técnicas como son: el
analisis de la funcién de transferencia en forma matematica, analisis
experimental en laboratorio, simulacién mediante programas de software de
circuitos. Ademas se examina la respuesta del filtro a una entrada de ruido
blanco, y por Gltimo se utiliza el método del analisis de Fourier para relacionar
la sefial de entrada y la salida del mismo filtro. Adicionalmente se estudia la
serie de Fourier para reconstruccion de una sefial periddica partiendo de sus
armonicos para verificar el comportamiento de las fases de los arménicos y sus
respectivas amplitudes al pasar por el mismo filtro con el fin de generalizar la
respuesta del sistema a cualquier sefial de entrada periodica a la cual se le
conoce su serie de Fourier.
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Fourier, espectro, ruido blanco, distorsién, filtros pasivos.
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Analysis of the response of linear systems using various
techniques, including Fourier analysis

Abstract— This paper introduces the behavior of a first-order passive low-
pass filter is analyzed using the analysis of the transfer function in a
mathematical way, experimental analysis in the laboratory, simulation using
circuit software programs. In addition, the response of the filter to a white noise
input is examined, and finally the Fourier analysis method is used to relate the
input signal and the output of the same filter. Additionally, the Fourier series is
studied to reconstruct a periodic signal starting from its harmonics to verify the
behavior of the phases of the harmonics and their respective amplitudes when
passing through the same filter in order to generalize the response of the system
to any signal of periodic entry to which its Fourier series is known.

Keywords— Fourier series, distortion, wave form, lineal systems, passive
filters.

1 Introduccién

Por medio del andlisis de Fourier se pueden estudiar
distintas sefiales periodicas [1] a partir de sus componentes
armonicas, dicho analisis es fundamental al estudiar el efecto de
un sistema lineal sobre una sefial. Es importante conocer como
distintos sistemas tales como los filtros pueden alterar una sefial
produciendo distorsion por fase o por amplitud [2]. El objetivo
de la investigacidn fue identificar los efectos de la distorsion en
una sefial al pasar por un sistema lineal, analizando para ello
un filtro pasa-bajas de primer orden [3], [4] y encontrar los
parametros que son afectados en la sefial y que son producidos

por el sistema. Cabe anotar que el orden de un sistema esta
determinado por el grado de su polinomio caracteristico, esto
es, por el nimero de polos que tiene el sistema en su conjunto
en el dominio de la frecuencia [3], [4], [5], [6], [7]-

La serie de Fourier es una herramienta matematica con la
cual podemos estudiar distintos tipos de sefiales. La mayoria de
formas de onda no senoidales periddicas se pueden expresar
como la suma de componentes senoidales, cada una con distinta
frecuencia, amplitud y desplazamiento de fase [8].

La serie de Fourier es un instrumento con el cual se pueden
determinar las componentes arménicas y la amplitud de cada
uno de estos elementos que conforman la sefial [1].

Cuando se trabajan sefiales y sistemas existen factores que
pueden alterar la fase y la amplitud de las componentes
armonicas de dicha sefial produciendo distorsion. Uno de estos
sistemas son los filtros, los cuales producen atenuaciones y
corrimientos de fase no lineales.

La distorsién es un efecto por el cual una sefial se modifica
alterando su forma de onda [2], [9].Esto es un serio problema
cuando se trabajan sefiales bioldgicas ya que estan constituidas
por multiples armdnicas y lo que se quiere en ciertas ocasiones
es mostrar la sefial tal cual como se produce una vez tratada
adecuadamente [9]. Existe el concepto de transmision sin
distorsion o teorema de desplazamiento en el tiempo que nos
explica como se puede tratar una sefial sin distorsionarla [10].

2 Marco teodrico

Para el desarrollo de las simulaciones fueron aplicadas
herramientas como MATLAB y NI Multisim (software de que
originalmente fue creado por Electronics Workbench Group y
que ahora es una division de National Instruments), estas
herramientas permiten hacer un analisis de sefiales y de la serie
de Fourier [11].

2.1 Serie de Fourier

Una serie de Fourier es una suma de sinusoides
arménicamente relacionadas, cada sinusoide con su propia
amplitud y fase, conformando una serie infinita, que en muchos
casos puede ser finita, la cual converge puntualmente a una
funcién continua y periddica [2].
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La herramienta matematica basica del analisis de Fourier se
emplea para analizar funciones periddicas a través de la
descomposicién de dicha funcién en una suma infinitesimal de
funciones senoidales mas simples. Practicamente suelen ser
suficientes un nimero finito de componentes o términos para
conseguir una aproximacién razonable a la onda no senoidal
deseada.

Segun [8], la serie de Fourier se expresar matematicamente
por de la forma (1), donde el periodo es (2).

F8) =24 3~ (cpcos(kwot + 6) (1)
T=2(2)

El término constante de forma Co/2 es el término medio (o
valor medio o promedio) de la funcién f (t). La suma de
componentes relacionadas armoénicamente proporciona una
resultante periédica de igual periodo a la fundamental si cumple
que my n sean enteros y la ecuacion (3).

f(t) = by sen(wgt) + by, sen(nwyt) + by, sen(mwgt) (3)

Para comprobar que: f(t) = f(t+ 27T/wa), se sustituye la
primera funcién de la siguiente manera:

f (t + i—n) = by sen(wot + 2m) + b, sen(nwyt + 21n) +
0
b, sen(mwyt + 2mm) (4)

Puesto que al sumar multiplos enteros de 2m a los
argumentos de la funcion trigonométrica ésta no varia y la
igualdad se cumple incluso para b, = 0. Serie de Fourier para
una sefial cuadrada es:

Fx) =2

o0

> 1sen(xn) ©)

n=impar

2.2 Filtros pasivos. Respuesta en amplitud y fase en funcion
de la frecuencia

Los filtros son circuitos que permiten el paso de una
determinada banda de frecuencias mientras atenGian todas las
frecuencias que no estén comprendidas dentro de esta banda [9],
[11], [12]. Los filtros pasivos estdn conformados por
componentes eléctricos que no producen amplificacién como
resistencias condensadores y bobinas. Estos filtros tienen un
comportamiento no lineal en amplitud y en fase en el dominio
de la frecuencia lo cual genera distorsién ante una sefial de
entrada determinada [1]. Este efecto se puede determinar
claramente en sefiales de una sola componente armonica (sefial
seno pura).

La frecuencia de corte de un filtro pasa-bajas de primer
orden esta dada por la ecuacion (6).

1

fo=——
27RC

(6)

La funcion de transferencia del filtro pasabajas se representa
con la ecuacion 7.

H(jo)= Ztan™" wRC (7)

1
1+ (@RC)?

La funcion de transferencia del filtro pasa-altas es:

aRC

1+ (aRC)?

H(jow) = Z90—tan™ wRC (8)

2.3 Distorsion

La distorsion es un efecto por el cual una sefial se modifica
alterando sus componentes armonicas, con lo cual se obtiene
una sefial distinta a la original [2], [5]. Si se analiza una sefial
seno pura en el dominio del tiempo, y esta a su vez pasa por un
sistema, si esta onda se degenera de una onda senoidal pura a
una deformada (una vez pase por un sistema), la expresion
matematica se transforma de una expresién senoidal en una
onda de Fourier de varias componentes armonicas; cuanto
mayor es la distorsion, mayor sera la cantidad de componentes
de la onda de Fourier resultante [10], [13]. Igualmente se puede
producir distorsiébn en sefiales que contienen varias
componentes armdnicas (onda cuadrada por ejemplo), si a la
expresion matematica de serie de Fourier de una sefial con
multiples componentes arménicas se le realiza corrimientos en
fase o amplitud, la sefial resultante es una sefial distinta y por
ende esta distorsionada.

Existen sistemas que modifican tanto la amplitud como la
fase de una sefial. Un ejemplo son los filtros los cuales
distorsionan por amplitud las componentes de la sefial que estan
fuera de su banda de trabajo (distorsion por amplitud arménica),
igualmente también pueden producir un corrimiento de fase a
las componentes cercanas a la frecuencia de corte (esta es la
Ilamada distorsion por fase).

2.4 Transmision sin distorsion

Si algunas componentes armonicas se retrasan en el tiempo,
se encontrard un desfasamiento de dichas armonicas, lo cual
produce distorsion y se observard que la sefial de salida no
corresponde a la funcién original. Para evitar distorsion por el
desplazamiento se tiene el teorema de desplazamiento en el
tiempo, el cual dice que el desfase introducido en cada una de
las armonicas de la funcidn debe ser proporcional al nimero del
armonico del termino correspondiente [2], [5]. Se dice que si
dos funciones tienen armonicos de igual amplitud, y el desfase
entre los arménicos correspondientes es proporcional al nimero
del armdnico, asi las dos funciones van a tener la misma forma
de onda, aunque tendrian un desplazamiento en el tiempo, lo
cual constituye una herramienta importante a la hora de capturar
sefiales bioldgicas sin tener problemas de distorsion y malas
interpretaciones de diagnostico.

Si una funcidn f (t) se retrasa en el tiempo ti, en la serie de
Fourier habra que sustituir t por (t - t1), esto es,

fO) = TR axe/ ot) (9)
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Se convierte en (10):
pulso cuadrado

fit—t) = T2 _(age 7k@ot) geikwo (10)

Donde a; se expresa con la ecuacion (11). 1 \ / \

ay(funcion retrasada) = ai(funcion original) X 0 \ \
(e~ Tkwotr) (11). 1

Un desplazamiento o retraso de t; segundos no produce 2 2 4 6 8 10

ninguna variacién de la magnitud de los coeficientes, pero  Figura 2. Sumatoria 2° Arménico.
si un desplazamiento de fase de —kw,t, radianes en los Fuente: Elautor.

coeficientes ayt, teniendo asi la funcién, la misma onda pero
pulso cuadrado

desplazada en el tiempo. 9

3 Metodologia By \ / \
Para la revision del analisis de Fourier del efecto del filtrado 0 \ \

en sefiales con varias componentes arménicas se empleé la 3

herramienta de simulacion MATLAB utilizando algoritmos de

graficacion de las sefiales a estudiar. Inicialmente se estudia la

2
0 2 4 6 8 10

Figura 3. Sumatoria 3° Arménico.
Fuente: El autor.

serie de Fourier con una sefial cuadrada, se realiza la
reconstruccion de la sefial cuadrada a través de la suma de sus
componentes armoénicas. Posteriormente se modifica el

algoritmo de dicha serie afiadiendo desplazamientos en fase y pulso cuadrado
atenuaciones a cada una de sus componentes armonicas 2

representando asi dl.storsp,nes por fase y ampl _|tud y se compara e N N

el efecto de la distorsion en forma grafica. Para mayor \ / \
practicidad en esta representacion de distorsion solo se utilizan 0

las primeras cinco componentes armdnicas a las cuales se la \ / \
afiadieron dichos cambios en fase y amplitud. Por dltimo se 1 L L
realiza el teorema de desplazamiento en el tiempo y se muestra

cémo se puede trabajar sefiales sin distorsionarlas. 2, ) A 5 p "

En el_caso_de Ios_ filtros pasivos se r(_aa_llzaron pruebgs_gn Figura 4. Sumatoria 5° Arménico.
laboratorio, simulaciones en NI Multisim 10 y analisiS  Fyente: El autor.
matematicos para determinar la respuesta de un filtro pasivo de

primer orden pasabajas en funcion de la frecuencia. Para los , pulso cuadrado
andlisis se utiliz6 una resistencia de 10 KQ un condensador de
10nF y un generador de sefial senoidal con frecuencia variable. 1A A Hﬂ AE

4 Resultados 0 H } \

4.1 Reconstruccion de la sefial cuadrada a través de la suma de sus
componentes armoénicas.

2
0 2 4 6 8 10

En las figuras 1 a 7 se muestra la reconstruccion de la sefial Eigu'rta?-EIS“”t‘atO”a 10° Arménico.
cuadrada a través de una simulacién hecha en MATLAB. vente: Etadtor.

pulso cuadrado
2

pulso cuadrado
2 1 (
1 \ 0
0 -1 L
2
-1 0 2 4 6 8
Figura 6. Sumatoria 100° Arménico.

2 .
o 5 4 5 8 10 12 1 i Fuente: El autor.

Figura 1. Primer armonico.
Fuente: El autor.
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pulso cuadrado

2
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 7. Sumatoria 1000° Armonico.
Fuente: El autor.

4.2 Anadlisis del filtro pasivo pasa-bajas. (Amplitud y fase en
funcion de la frecuencia).

Para el andlisis del sistema se utilizan valores de Ry C de

tal forma que la frecuencia de corte es 1591 Hz. Las figuras 8 y

9 muestran una comparacion de los resultados tedricos,

practicos y de simulacién del efecto de un filtro pasivo pasa-

bajas sobre una sefial seno. (Amplitud y fase en funcion de la
frecuencia).

1

— = _ —1501Hz(12)
2RC

fc=

100 - \
A\

80 - X
60—\

ol N\
20 \

[o]

laboratorio

simulacion

teorico

o) 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Figura 8. Respuesta de un filtro pasa-bajas pasivo de primer orden: Amplitud
en funcion de la frecuencia.
Fuente: El autor.

La respuesta de un filtro pasa-bajas pasivo de primer orden se
muestra en la Fig. 9: Amplitud en funcién de la frecuencia.

100

90
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e
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50 /

40 -
30 -
20

J

laboratorio

simulacion

teorico

10 +f
ot

o) 2000

4000 6000 8000 10000

Figura 9. Respuesta de un filtro pasa-bajas pasivo de primer orden: fase en
funcién de la frecuencia.
Fuente: El autor.

4.3 Simulacién del filtro pasivo pasa-bajas

Las figuras 10 a 14 muestran la simulacién realizada en NI
Multisim 10 de un filtro pasivo pasabajas de primer orden.

¥ Oscilloscope-XSC1

. Time Channsl_A Channel B pE—

; EH TE3ETms 284558 mV 25,574 mV Reverss

TZ—:'- i Save Ext. Trigger

i

Timebase Chanpel A Channel B Trigger

Scale | 50 us/Div Scale | 500 mV/Div | Scale | 1 ViDiv Edge [F |[A 8 |Ext
X position [0 ¥ position |0 ¥ position [0 Level ,;;—l\_
VIT Add| BA|AB| | AC| 0 0T (% | Ac| 0 JOT -| (5| Type Sing | Nor [Auto’ None

Figura 10. Sefial de entrada: Ruido blanco (dominio del tiempo).
Fuente: El autor.

& Spectrum Analyzer-X5A

- 5000 M Woz ok @ ot oow (-

&
Figura 11. Espectro de la sefial de entrada: ruido blanco.
Fuente: El autor.
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+ | 16 KHa

Lrath o wp |

Figura 12. Espectro de la sefial a la salida del filtro.
Fuente: El autor.
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Figura 13. Sefial de entrada y de salida: onda cuadrada.
Fuente: El autor.

simulacion de sefial de salida del filtro pasabajos usando 8 arménicos

0.2
03
0.4
0 05 1 15 2 25 3
Figura 14. Reconstruccion de la sefial de salida en MATLAB usando 8
armonicos.

Fuente: El autor.

4.4 Andlisis de desplazamiento en fase de las componentes
armonicas de la sefial cuadrada.

Los siguientes graficos muestran una simulacion realizada
en MATLAB donde se muestra el efecto de la distorsion por
fase y amplitud sobre una sefial cuadrada construida con 5
armonicos.

(sefial cuadrada)
15

Al A n\ ht A A

ool \ f \ | \
) \ | \ | \

0. !
\ | \ | \

-15

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 15. Sumatoria hasta el arménico 5 de la sefial cuadrada.
Fuente: El autor.

(sefial cuadrada dis 1 arm)

I M I
0 / |

2
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 16. Desplazamiento de la fase del 1° arménico.
Fuente: El autor.

(sefial cuadrada)

-15

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 17. Desplazamiento de la fase del 2° arménico).
Fuente: El autor.

Armonico 5 (Dist pi/6)

sin dis
dis 1 arm

dis 2am | |
dis 3 arm
dis 4 arm |7
f/ dis 5 am :r'

2
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 18. Superposicion de las sefiales con desplazamiento de cada uno de sus
armonicos.
Fuente: El autor.

(sefial cuadrada)

iR I\
0 “\\ / “W\ / \\\

) 2 4 6 8 10 12 14 16
Figura 19. Desplazamiento de fase de igual magnitud para
componentes armonicos.

Fuente: El autor.

todos sus

(sefial cuadrada)
15

1 A )

\ |
. \ | \ | \
\ |
] H Lot \

V v

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Figura 20. Desplazamiento de fase de magnitud lineal para todos sus
componentes armonicos.
Fuente: El autor.
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Figura 21. Desplazamiento de fase de magnitud lineal impar para todos sus
componentes armonicos.

Fuente: El autor.
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4.5 Andlisis de atenuacién de las componentes armdnicas de la
sefial cuadrada

En las figuras 22 a 24 se representa el analisis de atenuacién de las
componentes para la sefial cuadrada.

SENAL CUADRADA
15 =

/ n \ dis
1/\\\/'\r, /A DA A o
sin dis

LA M=
e N M
I O L N
LA Y A N

Figura 22. Atenuacion de 3/5 de la amplitud del 1° arménico.
Fuente: El autor.

-1.5

SENAL CUADRADA
15 -

A A=
B H f \ ! \
0.5 \ ] y f \

-1 \v“—"'ﬂ A! \kv‘ SR j \

Figura 23. Atenuacion de 3/5 de la amplitud del 2° arménico.
Fuente: El autor.

SENAL CUADRADA
15 r
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L AN A Ao s
[ sin dis

05 “/\/\/\f\/\‘\ [AVaS A avA| I \

\ \ f \ Y “#
L h ﬁ

| A\
-1 VA

-1.5

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Figura 24. Atenuacion de 3/5 de la amplitud de todos sus componentes
armonicos.
Fuente: El autor.

5 Discusién

Todas las sefiales periddicas se pueden formar con una suma
infinita de sus componentes armonicas seno 0 coseno. Sin
embargo al observar los graficos sobre reconstruccion de la
sefial cuadrada a través de la suma de sus componentes
armonicas (figuras 1 al 7) se puede deducir que no hace falta
una suma infinita para construir una sefial en forma aceptable.
Una sefial cuadrada puede conformarse con la suma de
aproximadamente 100 armdnicos (Fig. 6).

Se puede observar en la reconstruccidn de la sefial cuadrada
un fenémeno denominado fenémeno de Gibbs [14], el cual se
presenta cuando la sefial cambia abruptamente. Este solo
desaparece cuando la serie tiende a infinito.

La Fig. 8, muestra el comportamiento de una sefial seno a la
salida de un filtro pasivo de primer orden la cual se ha obtenido
mediante un barrido frecuencial. Se puede observar que la sefial

es atenuada en el rango de frecuencias distinto al ancho de
banda de trabajo; se atentan las frecuencias superiores a la
frecuencia de corte (fc) para el filtro pasa bajas. Sin embargo la
atenuacion no es total a partir de la frecuencia de corte, si no
que presenta una curva caracteristica que comienza a una
frecuencia inferior de fc. Se puede observar que este
comportamiento no es lineal, lo que denota una distorsién por
alinealidad tedrica. Si se observa la figura que describe el
comportamiento de la fase (Fig. 9), también se concluye que la
fase varia drasticamente y empieza mucho antes que fc. El
comportamiento que presenta la fase es una funcion
arcotangente segln la ecuacién de funcién de transferencia
analitica para el filtro, denotando asi que la fase no es lineal, lo
cual evidencia la distorsion por fase.

Los filtros pasivos presentan comportamientos no lineales
en amplitud y fase segun la observacién analitica en los tres
casos (tedrico, experimental y simulacién). Se presentan
distorsiones por amplitud en las componentes de frecuencias de
la banda de trabajo cercanos a la frecuencia de corte, dado que
la atenuacion comienza antes de la frecuencia de corte fc y
ademas no lo hace en forma lineal como lo deberia realizar para
cumplir con las condiciones tedricas. Al igual se presenta
distorsion por fase de cada armonico debido a que la fase varia
en gran parte dentro de la banda de trabajo y tampoco cumple
con la relacién lineal tedrica para transmision sin distorsion
(figuras 8 y 9).

Las figuras 11 y 12 muestran el espectro de una sefial de
ruido blanco. Se observa que el espectro de la sefial de ruido
blanco (Fig. 11) abarca todo el espectro de frecuencia. Al pasar
por el filtro (Fig. 12), se observa que las componentes de
frecuencia mayores a fc son atenuadas. La Fig. 13 muestra una
seflal cuadrada a la entrada del filtro, superponiendo la
respuesta en el tiempo del mismo a esta entrada. La Fig. 14
muestra la reconstruccion en MATLAB hasta el 12° armonico
de la sefial cuadrada a la salida del filtro. Se puede ver el
comportamiento exponencial creciente y decreciente en cada
semi ciclo el cual es similar a la salida del filtro en la Fig. 13.

Como se puede observar en las figuras 14, 15, 16,17 y 18 un
minimo corrimiento en fase de un solo armoénico logra
distorsionar la sefial, y este punto es de especial interés para el
andlisis de filtros dado que, como se dijo antes, los filtros
introducen desplazamientos por fase dentro de la banda de
frecuencias de trabajo. Para lograr un corrimiento de la sefial
sin presentar distorsion, se deben introducir desfases en cada
uno de sus armonicos pero de forma lineal (Fig. 21) y no
desplazamientos de igual magnitud dado que esto no corrige la
distorsidn si no que presenta una distorsion mayor (Fig. 19). La
Fig. 21 muestra un desplazamiento en fase sin distorsion de la
sefial.

En la figura 22 y 23 se indica la distorsion que se presenta
en una sefial cuando sus componentes armdnicas son atenuadas
en algunos porcentajes de cada amplitud de sus armdnicos.

En la sefial cuadrada, dado que su serie es n impar, la
linealidad del desplazamiento de su fase debe ser también
impar. Como se observa en la Fig. 24 la sefial no se distorsiona
dado que los coeficientes de cada componente fueron
multiplicados por una constante. La distorsién de mayor
magnitud se presenta al desfasar el primer arménico (Fig. 22).
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Dado que la fase de un filtro pasabajas de primer orden tiene un
comportamiento de arcotangente, para minimizar la distorsion
producida por esta funcién, se debe disefiar el mismo dentro de
la regién lineal o aproximadamente lineal de la funcién
arcotangente en forma aproximada.

6 Conclusiones

El andlisis de Fourier es una herramienta matematica
potente para la descripcion y el estudio de sefiales en el dominio
del tiempo, por medio de ella se puede comprender todas las
caracteristicas que posee una sefial dado que describe como un
fendmeno fisico construido por mdltiples componentes
arménicos que sumados representa una Unica forma de onda.
Cuando se manejan sistemas de instrumentacion, como los
sistemas de filtraje, las componentes arménicas de dicha sefial
pueden cambiar dado que alteran la magnitud y la fase de dicha
sefial, generando asi distorsion y por ende la consecucion de una
sefial distinta a la original.

Tanto el analisis tedrico y experimental, como la
simulacion, mostraron los efectos de los sistemas lineales sobre
sefiales de multiples armdnicas. La utilizacion de filtros pasivos
no es la mejor opcion de filtraje si se quiere mantener una sefial
sin distorsion, para ello existen otros tipos de tratamiento de
sefial, de forma discreta, capaces de mantener la sefial original
sin variaciones.

Este tipo de estudios y analisis resultan de vital importancia
no sélo desde el punto de vista académico, sino que ademas,
enfoca al ingeniero de disefio a tener en cuenta las diversas
metodologias que permiten llegar a soluciones de problemas
practicos en cuanto a sistemas de comunicacion, audio
profesional y demas aplicaciones que requieren dicho estudio.
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