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Resumen— Introduccién: las ciencias y las artes aplicadas usan el
proceso de sintesis para el disefio de mecanismos. Objetivo: motivar a la
audiencia latinoamericana a la aplicacion de la sintesis de mecanismos,
presentando de forma resumida y en espafiol las técnicas de sintesis de
mecanismos. Traduciendo de forma fidedigna y sucinta los tipos de sintesis
que compil6 el profesor Lung-Wen Tsai en el libro Mehanism Design;
presentandolas contextualizadas, citando también los desarrollos en el tema
posteriormente a la publicacion seminal de Tsai, y mostrar ejercicios de
aplicacion. Metodologia: exegesis textual y analisis de contenido para
presentar la traduccién del documento en un articulo tematico. Resultados:
presenta las técnicas de sintesis de mecanismos en espafiol con referencias
actualizadas y contextualizadas con ejemplos. Conclusion: los métodos de
sintesis de mecanismos son de aplicacion intuitiva y no requieren mayor
preparacion para aplicarlas. El articulo constituye una base para una
propuesta del proceso de disefio de mecanismos. Originalidad: facilita a los
profesionales en formacién el estudio y aplicacién de la sintesis de mecanismos
mediante la traduccion, la discusion y la presentacion de ejemplos.

Palabas clave— disefio de mecanismos, sintesis, teoria de grafos,
matematicas discretas.
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Contributions to process of mechanisms synthesis of
Lung-Wen Tsai; contemporary contextualization and
applications

Summary— Introduction: applied sciences and applied arts use the
process of synthesis for the design of mechanisms. Objective: Motivate the
Latin American audience to the application of mechanisms synthesis,
presenting in a summarized way and in Spanish language the techniques of
synthesis of mechanisms. Reliably and succinctly present the types of synthesis
compiled by Professor Lung-Wen Tsai in the book Mechanisms Design,
presenting it, contextualizing it, and showing application exercises.
Methodology: textual exegesis and content analysis to present the translation
of the document into a thematic article. Results: The article presents the
techniques of synthesis of mechanisms in Spanish with updated references
and contextualized with examples. Conclusion: the methods of synthesis of
mechanisms are intuitive to apply and do not require further preparation to
apply them, the article serves as a base for a method of mechanism design.
Originality: facilitate the study and application of the synthesis of mechanisms
by means of translation, discussion, and presentation of examples.

Keywords— mechanism design, synthesis, graph theory, discrete
mathematics.

1 Introduccion

El disefio de mecanismos es estudiado en las ciencias
aplicadas -como lo son la ingenieria mecanica, la ingenieria
industrial, la ingenieria de procesos-, asi como en las artes
aplicadas -como el disefio industrial y la arquitectura-.

El estudio de mecanismos es parte del disefio de maquinaria,
y a su vez, la sintesis es parte del proceso de disefio de
mecanismos. Debido a que el disefio de mecanismos
involucra cierto nivel de creatividad, entendida como proceso
de creacion [2], [5], dos procesos mentales son usados: la

sintesis (mencionada anteriormente) y el analisis [1], [6], [4],
[7], [8]. De éstas es la sintesis de mecanismos la que
contribuye al disefio, generando alternativas sistematicas [1].
El presente articulo explora las diferentes aproximaciones a
la sintesis de mecanismos [1], [2], [3], [4].

Se entiende tradicionalmente que la sintesis de
mecanismos estd compuesta de sintesis de nimero, de tipo y
de dimension. Se llama sintesis estructural a la sintesis de
ndmero y de tipo. La sintesis estructural proporciona las
caracteristicas fisicas del mecanismo con respecto del tipo de
eslabones y articulaciones. La sintesis dimensional, por otro
lado, es la determinacion de las dimensiones finales de las
barras para lograr las caracteristicas de movimiento deseadas,
asegurando que el mecanismo sigue una trayectoria
especificada o se mueve a través de ciertos puntos, y teniendo
en cuenta consideraciones de velocidad y aceleracion [2].

El presente articulo muestra la propuesta metodoldgica de
sintesis de Lung-Wen Tsai en los capitulos 1 a 4 del libro
“Disefio de mecanismos, enumeracion de estructuras
cinematicas de acuerdo con su funcion”. En estos capitulos,
el autor aborda los conceptos bésicos de teoria de grafos, los
cuales considera esenciales para el analisis y sintesis de
mecanismos. Ofrece tres tipos de sintesis, los cuales se
exponen en este articulo. El autor argumenta la importancia
de la sintesis de grafos para representar y enumerar las
estructuras de los mecanismos para el disefio [1].

1.1  Literatura relevante

La sintesis grafica y representacion de mecanismos es uno
de los temas de estudio mas importantes dentro del disefio de
maquinaria. Entre las primeras propuestas de este tipo de sintesis
es la formulada por Tomas (1968), basada en programacién
no lineal; el autor propuso una metodologia ttil para las sintesis
de casi todos los mecanismos, formulandolos como problemas
de programacion no lineal; aunque la metodologia no requeria
expresiones matematicas complejas, si requeria un
conocimiento fuerte de matematicas; esta se demostré Util
para resolver problemas que otros métodos no habian logrado
resolver hasta el momento [3]. Casi diez afios después se
presentaria por Roth y Yang, una metodologia para hacer
variantes instantaneas, una herramienta mas eficiente de resolver
problemas de cinematica de mecanismos; en esta metodologia
logran los autores una alternativa para resolver problemas
tipicos de sintesis cinematica [4]. En los dltimos veinte afios,
se ha venido avanzando en la construccion de metodologias
para el disefio de mecanismos planares por medio de la
optimizacion de la sintesis [5]. Aunque la propuesta descrita
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anteriormente, no es novedosa en su planteamiento, ya que se
habia tratado afios antes [6], la diferencia radica en la
aplicacion de sistemas de computador para facilitar el
ejercicio. La propuesta que da la base a la construccion de
Tsai, es presentada por Schmidt y otros (2000); los autores
construyen lo que llamaron una aproximacion de gramatica
de mecanismos por medio de la sintesis de grafos [2]. Otros
desarrollos aparecen en la literatura académica de tipo mas
especifico, como el estudio de angulos 6ptimos de
transmision de movimiento [7], o la propuesta de sintesis
Optima para mecanismos especificamente para seis barras [8].
Una de las fuentes mas importante de publicaciones
académicas sobre disefio de mecanismos, en especial sobre el
tema de este articulo, que es sintesis de mecanismos, es el Journal
of Mechanism and Machine Theory, que en los Ultimos afios,
sobre el tema de sintesis de mecanismaos, ha publicado varios
articulos de gran relevancia, entre ellos: Kirmse y otros [9]
presentan también un método de sintesis con optimizacién;
los autores proponen una nueva aproximacion a la sintesis
enfocada a mecanismos con maltiples salidas, gracias a que
el proceso de optimizacion es més estable, segun reportan los
autores. Norman-Paris y otros, presentan una implementacién
de mecanismos de simulacion héptica (relativo al tacto)
usando sistemas de retroalimentacion héptico, de donde
concluyen presentando una sintesis héptica [10]. En uno de
los articulos mas recientes y consistentes con la propuesta de
este articulo, aparece la propuesta de Jia y otros [11], en
dénde presentan un desarrollo de un método de sintesis para
mecanismos metamérficos, lo que les permite construir
mecanismos de 2 grados de libertad aplicandolos a pinzas de
agarre. La simplicidad y versatilidad de los mecanismos para
los que se emplea esta propuesta de sintesis hace que tenga
grandes potencialidades de aplicacién. El area de investigacion
de sintesis de mecanismos es de gran dinamismo y continuo
desarrollo. Al mismo tiempo, la necesidad del disefio de
mecanismos no ha disminuido con el aumento de la
tecnologia de la produccion, de hecho, es posible decir, que
los adelantos tecnoldgicos, como la impresion tridimensional,
han acercado el requerimiento de mecanismos aplicados al
disefio de maquinaria a la pequefia industria.

1.2 Problema

Es necesario entonces, proponer un recurso académico
disponible para el disefio de mecanismos. Se requiere la
presentacion de alguno de los procesos explorados en la
revision de literatura relevante para sintesis de mecanismos,
y la identificacion de aquel de mayor versatilidad. Entre las
metodologias disponibles aparece, presentada por un autor
seminal en el tema, la metodologia de Tsai y otros
(1987,1988,1998) recopilada en Tsai (2000). El libro “Disefio
de mecanismos ” nunca fue traducido al castellano.

1.3 Objetivo

Utilizar la teoria de grafos para la sintesis de mecanismos
planares. Presentar de forma resumida y en espafiol las
técnicas conocidas para motivar a la audiencia latinoamericana a
la aplicacién de grafos en la sintesis de cadenas cinematicas.
Presentar métodos de sintesis de mecanismos de una forma
accesible para profesionales de diferentes areas del
conocimiento. Se escogid la propuesta de Tsai mencionada
anteriormente, y se compendia de forma que pueda ser

abordada en su totalidad en este articulo. Por lo tanto, el
objetivo de este escrito es avanzar en la propuesta de
presentacién de la metodologia de disefio de mecanismos. Se
pretende presentar una introduccion a la matematica discreta
de forma que pueda servir como induccion a la sintesis de
grafos. Presentar también, de forma didactica el método de
sintesis de mecanismos que propone Tsai, y al mismo tiempo
hacer una traduccién textual y ajustada al lenguaje de la
céatedra del tema en Colombia. Se espera presentar un texto
que sea Util para consulta y estudio en las catedras de disefio
de mecanismos y maquinas de diferentes disciplinas, no sélo
de las ingenierias, sino algunas de las mencionadas
anteriormente. La sintesis de grafos, usada como “gramatica”
de sintesis puede ser usada también como documento de
referencia en las artes aplicadas como disefio industrial o
inclusive arquitectura, es por esto que se presentard
selectivamente para incluir como un todo funcional, esta parte
de la propuesta de Tsai.

1.4  Alcance

Este articulo presenta cadenas cinematicas planares de
hasta seis barras. Aborda de forma descriptiva otros
eslabonamientos y presenta brevemente engranajes y levas.
Con respecto a la sintesis de mecanismos, Tsai dedica una
extension considerable a estudiar la representacién matricial
de grafos y sus correspondientes estructuras cinematicas. En
este articulo no se menciona, ni se trata la representacion
matricial, principalmente porque el algebra lineal, rama de la
matematica que se ocupa del estudio y operacion de matrices,
si bien es tema de estudio obligatorio para las ingenierias que
estudian disefio de maquinaria, no lo es para las artes
aplicadas. Adicionalmente, las diferentes escuelas de
ingenieria tienen curriculos diversos y auténomos y, por
tanto, asumimos que no necesariamente el lector de este
articulo tiene dominio sobre el tema.

Con respecto al texto original, el alcance de este articulo
se limita a la porcion del libro de Tsai que aborda la sintesis
de cadenas cinematicas en los primeros cuatro capitulos. La
sintesis de grafos puede ser usada en aislamiento, como Unico
método, para disefiar alternativas de mecanismos empleando
la metodologia como una “gramatica” de grafos segun lo
llamé Balli [2]. Lo que facilitaria el uso en disciplinas
diferentes a las ingenierias.

Finalmente, y recordando lo que se dijo en el inicio de la
introduccidn, una parte importante del proceso de estudio y
disefio de mecanismos es la sintesis. A pesar de que este
articulo trata expresamente ese tema, y esperar otro contenido
estaria fuera de las expectativas, el proceso de analisis como
proceso mental, es conjunto de la sintesis. El analisis de
cadenas cinematicas no se trata en este articulo.

2 Materiales y métodos

Si se tiene en cuenta que el centro del articulo es presentar
la traduccion de una propuesta, el método que debe utilizarse
es de carécter cualitativo y es la exegesis textual.

Recordando que se requiere presentar un tema de forma
completa, extraido de un texto monografico que el autor
presentd en 400 paginas, e involucraba diferentes métodos de
tratamiento de mecanismos, ademas de ejercicios Yy
resimenes entre otros, se requiri6 usar el andlisis de
contenido para hacer la seleccion del tema que se presentara
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de una manera total, completa y sintética. El protocolo
aplicado consistio en: 1. Estudio y entendimiento de la linea
tematica en la obra de Tsai. 2. Seleccién de las porciones de
texto que deben incluirse en un articulo, en las que el autor
presente de forma sistematica y utilizable la sintesis de
mecanismos. 3. Presentar de forma coherente en un texto
completo y consolidado lo que se requiere para usar como
guia de sintesis de estructuras cinematicas. 4. Construir un
articulo que, al mismo tiempo, respete los acapites de la obra
original y presente la estructura de un articulo académico de
acceso libre. 5. Proponer aplicaciones originales de la
propuesta de sintesis.

3 Resultados

Un grafo es un juego de vértices (puntos) junto con un
juego de aristas, o lineas. El grafo se denota con el simbolo
G, el vértice con v y las aristas o lineas con a. Llamamos un
grafo con v vértices y a lineas un grafo (v,a). Los vértices
finales se llaman puntos finales. Se especifica una arista por
sus puntos finales, que es a;, 1o que denota que la linea se
conecta con los vértices i & j. una arista se dice que es
incidente de un vértice, si el vértice es un punto final de la
arista. Los dos puntos finales de un vértice se dice que son
adyacentes. Dos aristas son adyacentes si son incidentes de
un vértice coman.

AL

e .‘ 3
LY. L
(a) Grafo (a) (10,11), (b) subgrafo de (a).
,
2 Af ' \{'.
O, .

(c) Componente del grafo (a), (d) un éarbol que es componente de (a).

Figura 1. Grafo y sus componentes.
Fuente: Tsai (2001, p.34)

3.1  Grado de un vértice

El grado de un vértice es definido por el nimero de aristas
incidentes a él. Un vértice de grado cero se llama in vértice
aislado. Un vértice de grado dos, es un vértice binario y uno
de grado tres, uno ternario.

3.2 Caminosy circuitos

Una secuencia alternativa de vértices y aristas, comenzando
y terminando con un vértice se llama camino. Un camino se
llama ruta si todas las aristas son distintas. Se llama sendero
si todos los vértices y por lo tanto las aristas son diferentes.
En un sendero ninguna arista se atraviesa mas de una vez. La
longitud de un sendero se define por el nimero de aristas entre
el vértice del comienzo y el del final. Si cada vértice aparece
una vez, excepto que el de comienzo y final es el mismo, el
sendero se Ilama un circuito.

3.3 Grafos conectados, subgrafos y componentes

Se dice que dos vértices estdn conectados si existe un
sendero de un vértice al otro. (NOtese que dos vértices
conectados no necesariamente son adyacentes). Se dice que
un grafo G esta conectado si cada vértice en G esta conectado
con los demas con por lo menos un camino. El grado minimo
de un vértice en un grafo conectado es igual a 1.

Un subgrafo de G es un grafo que tiene todos los vértices
y aristas conectados a G, y es un grafo que se obtiene
removiendo un nimero de vértices y/o aristas de G. Remover
un vértice implica remover todas las aristas incidentes a ese
vértice, mientras que remover una arista no necesariamente
implica remover los puntos finales, aunque esto resultara en
uno o dos vértices aislados.

Un grafo G puede contener muchas piezas llamadas
componentes, cada uno de ellos es un subgrafo conectado de
G. Por definicion un grafo conectado tiene un solo
componente, de otra manera es un grafo desconectado.

3.4 Puntos de articulacion, puentes y bloques

Un punto de articulacién o punto de corte de un grafo es
un vértice cuya remocidn resulta en el incremento del nimero
de componentes. Un puente es una arista cuya remocién
resulta en un incremento del nimero de componentes. Un
grafo se Ilama bloque si esta conectado y no tiene puntos de
corte. EI grado minimo de un vértice en un bloque es igual a
dos.
3.5  Aristas paralelas, cuerdas y multigrafos

Se dice que dos aristas son paralelas si los puntos finales
de las dos aristas son idénticos. Un grafo se llama multigrafo
si contiene aristas paralelas. Una cuerda o bucle, es una arista
que se conecta con el mismo vértice. Un grafo que no
contiene bucles ni aristas paralelas se llama un grafo simple.
En este texto, cuando se usa el término “grafo” se implica un
grafo simple a menos que sea explicito que no lo es.

A

™

2 3

@) Multlgrafo

N

(c) Grafo dirigido y arralgado

(b) grafo con cuerda.

Figura 2. Multigrafo, grafo con cuerda y grafo arraigado.
Fuente: Tsai (2001, p.36).
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3.6 Grafo dirigido y grafo enraizado o arraigado
Cuando se asigna una direccion a cada arista del grafo el
grafo se le llama grafo dirigido. Un grafo arraigado es un
grafo en el cual uno de los vértices tiene una identificacién
Unica y diferente de los demas. Este vértice identificado se
llama raiz. La raiz es cominmente usada para denotar la barra
fija, chasis, base, 0 armadura del mecanismo. Se simboliza
con dos circulos concéntricos.

3.7 Grafo completo y bipartita

Si cada par de vértices distintos en un grafo estan
conectados por una arista el grafo se llama grafo completo.
Por definicion un grafo completo tiene un solo componente.
Un grafo completo de n vértices contiene n(n-1)/2 aristas y se
denota como grafo K.

(a) Grafo Ks

(b) Grafo K33

Figura 3. Grafo Ks y Grafo Kj .
Fuente: Tsai (2001, p.37)

Se dice que un grafo G es bipartita si sus vértices pueden
partirse en dos subgrupos Vi y Vo, tales que cada arista de G
conecta un vértice de Vi con un vértice de V.. Ademas, es
llamado bipartita completo si cada vértice de Vi esti
conectado con cada vértice de V, por una sola arista. Un
bipartita completo se denota Ki,j, donde i es el nimero de
vértices en V1 y j el nimero de vértices en V.

3.8  Grafos isomorfos

Dos grafos se llaman isomorfos si existe una
correspondencia de uno a uno entre sus vértices y aristas que
preserva la incidencia. Los dos grafos isomorfos deben tener
el mismo ndmero de vértices y el mismo nimero de aristas y
los grados de los vértices correspondientes debe ser igual de
uno al otro.

Figura 4. Grafo (6,9).
Fuente: Tsai (2001, p.37)

3.9  Arbolesy sus propiedades

Un arbol es un grafo conectado que no tiene circuitos. T
es un arbol que no contiene circuitos, estd compuesto por v
vértices y posee las propiedades mencionadas a continuacion.

a. cualquier par de vértices de T esta conectado por un sélo
camino exactamente.

b. T contiene (v - 1) aristas.

c. si se conecta dos vértices cualesquiera de un arbol con
una arista se consigue un grafo con uno y sélo un circuito.

e

Figura 5. Una familia de arboles de seis vértices.
Fuente: Tsai (2001, p.39)

3.10 Grafos planares

Se dice que un grafo esta incorporado en un plano cuando
se dibuja en una superficie plana de tal forma que sus aristas
son dibujadas como lineas rectas y ningin par de sus aristas
se intersecan. Un grafo es planar si se puede incorporar en un
plano. Especificamente, si G es un grafo planar, existe un
grafo isomorfico G” tal que G” pueda ser incorporado en un
plano. G” se dice que es la representacion planar de G.

AR

Figura 6. Un grafo y su incorporacion planar.
Fuente: Tsai (2001, p.39)

El grafo completo y el grafo bipartita no son planares:

ey

Figura 7. Grafo Ks y grafo Ks .
Fuente: Tsai (2001, p.37)

Las representaciones planares de un grafo dividen el plano
en varias regiones conectadas llamadas circuitos. Cada
circuito esta limitado por varias aristas del grafo. La region
externa al grafo es llamada circuito externo o circuito
periferal. Por ejemplo, la Fig. 8 muestra un grafo con sus
circuitos y el circuito periferal.
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F 4 )
Figura 8. Grafo (8,10), es un grafo planar.
Fuente: Tsai (2001, p.40).

Teorema: un grafo esta incorporado en un plano, si y solo
si estad incorporado en una esfera.

Corolario: la incorporacion planar de un grafo puede ser
transformado en una diferente representacion planar tal que
cualquier circuito especificado se vuelva el circuito externo.

Obviamente la naturaleza de “planariedad” de un grafo no
es afectada ya sea dividiendo una arista en dos por la insercion
de un vértice o por revertir este proceso. Se dice que dos
grafos son homeomorfos si uno puede hacerse isomdrfico del
otro por la aplicacion de este proceso. Teorema de
Kuratowski: puede ser aplicado para la identificacion de
grafos planares [12].

Teorema: un grafo es planar si y solo si este no contiene
subgrafos homeomorfos a los grafos Ks 0 Ks 3.

3.11 Arboles de extension y circuitos fundamentales

Un arbol de extension (N. del T. se le llama también &rbol
de extension, arbol libre o de cubrimiento de coste minimo)
T es un arbol que contiene todos los vértices de un grafo conectado
G. Claramente T es un subgrafo de G. Correspondiendo a un
arbol de extension, el conjunto de aristas A de G puede ser
descompuesto en dos conjuntos diferentes llamados arcos y
cuerdas. Los arcos de G consisten en todos los elementos de
A gque forman el &rbol de extensién T, mientras que las
cuerdas consisten en todos los elementos de E que no estan
en T. La union de arcos y cuerdas forman el conjunto E. En
general el &rbol de extension de un grafo conectado no es
Unico. La adicion de una cuerda a un arbol de extensién forma
uno y precisamente un circuito. La coleccion de todos los
circuitos con respecto a un arbol de extensién forma un juego
de circuitos independientes o circuitos fundamentales.

En la Fig. 9 se muestra el grafo G (5,7) y su arbol de
extension T.

1 Y R} |
’..;
\ 2 ! F 4
(a) Grafo G (5,7)

(b) arbol de extensién T de (a)

Figura 9. Grafo G y su arbol de extension T.
Fuente: Tsai (2001, p.41).

En la Fig. 10 se muestran los circuitos fundamentales con
respecto al arbol de extension (b) de la Fig. 9.

4
*

Figura 10. Circuitos fundamentales de G con respecto de T.
Fuente: Tsai (2001, p.41).

Los arcos de G consisten en las aristas: e1s, €25, €34 Y €3s.
Las cuerdas de G consisten en las aristas e1o, €23 Y €14. La
siguiente Figura muestra un circuito obtenido por la
combinacion lineal de dos circuitos fundamentales.

Figura 11. Combinacion lineal de circuitos fundamentales.
Fuente: Tsai (2001, p.41).

3.12 Ecuacion de Euler

Hagamos que L denote el nimero independiente de
circuitos de un grafo planar conectado y L represente el
namero total de circuitos. Entonces:

=141, 2.1)

La ecuacion de Euler, la cual relaciona el ndmero de
veértices, el nimero de aristas y el nimero de circuitos de un
grafo planar conectado puede ser escrita de la siguiente
manera;

f=e—v—-12.
(2.2)

En términos del nimero de circuitos independientes
tenemos:

L —¢

v L.

(2.3)
3.13 Caracteristicas topolégicas de los grafos planares

En esta seccion se explorardn algunas propiedades
fundamentales de los grafos planares conectados que son
esenciales para el analisis y sintesis estructural de los
mecanismos.

Dejemos que di denote el grado de un vértice i, y a denote
el nimero de aristas en un grafo G. dado que cada arista es
incidente a dos Vvértices, este contribuye en 2 a la suma de
grados de los vértices. Por lo tanto, la suma de los grados de
todos los veértices en un grafo es igual al doble de nimero de
aristas:

Zdi =2a.

(2.4)

Para el grafo (8,10) mostrado en la Fig. 8 tenemos
di=d»=d3=ds=3, y ds=ds=d;=ds=2, por lo tanto:

8
Zdi=4><3+4><2:2><10.
i1

Hagamos que los vértices sean partidos en dos grupos:
uno consistente de vértices de grado par y otro de vértices de
grado impar. Luego la ecuacion (2.4) puede ser reorganizada
asi:

Z di (vertices de grado par) + Z di (vertices de grado impar) = 2e

i i

(2.5)
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Dado que Zidi de los vértices de grado par y 2a son

ambos numeros pares, es de esperarse que el nimero de
vértices en un grafo con grado impar sea par.

Hagamos que L; denote el nimero de ciclos con i aristas.
Por definicion,

L= ZLi.

i
Dado que cada arista sirve como limite de dos circuitos,
esta contribuye 2 a la suma del producto i x L,. Por lo tanto,

(2.6)

2.7)

il =2a

Déjese que vk denote en nimero de vértices de grado k, de
tal forma que v» denota el nimero de vértices de grado dos, vs
el nimero de vértices de grado tres, etc. Asi que:

YV =V, AV Y, =V (2.8)

Donde m denota el grado mé&ximo de un vértice. Desde
que cada arista tiene dos vértices finales y cada uno de los
Veértices vk son incidentes por Kk aristas, se tiene que:

DV, =2v, +3v, +... 4+ My, =2a, (2.9)

Multiplicando la ecuacion (2.8) por 3, y substrayendo la
ecuacion (2.9) de la expresion resultante se encuentra:

3V, +Vy+V, +...4+V, ) —(2v, + 3v, +4v, +...)=3v - 2a.
(2.10)

La cual puede ser escrita como:

V, =3v—-2a+(V, +2vg +...+V,,) (2.11)
La ecuacion (2.11) tiene implicito que el nimero de
vértices binarios esta unido por la siguiente ecuacion:

v, >3v—2a. (2.12)

3.14 Grafos contraidos

Definimos como una cuerda binaria de longitud k como
una cuerda de k vértices de grado 2 conectado en serie por
k+1 aristas como se muestra en la Fig. 12.

A A ATTN

Figura 12. Cuerdas binarias de longitud uno, dos y tres.
Fuente: Tsai (2001, p.51).

Los vértices iniciales y finales de una cuerda final son
necesariamente incidentes a vértices no binarios. Por
ejemplo, el grafo G (8,10) (Fig. 13) contiene dos cuerdas
binarias de longitud 1 y una cuerda binaria de longitud 2. la

primera cuerda binaria contiene el vértice 5, la segunda
contiene el vértice 6 y la tercera contiene el vértice 7 y 8.

O
1 vy

(a) Un grafo dual etiquetado.

1 4 s

w

» ve

2 a

(b) Grafo (8,10) que tiene un dual con el mismo etiquetado de aristas.

Figura 13. Grafos duales.
Fuente: Tsai (2001, p.54).

Un grafo contraido se obtiene reemplazando cada cuerda
binaria en un grafo por una sola arista. Otra condicion es que
un grafo contraido no tiene vértices binarios. Pero puede
contener aristas paralelas [13]. El proceso de remover una
cuerda binaria y reemplazarla por una sola arista se llama
contraccion.

Figura 14. Un grafo contraido.
Fuente: Tsai (2001, p.51).

De lo anterior se nota que un grafo convencional genera
un Unico grafo contraido. Por otro lado, dado un grafo
contraido, muchos grafos convencionales pueden ser
construidos a partir de este, reemplazando las aristas con
cuerdas binarias de ciertas longitudes deseadas. El proceso de
reemplazar una arista en un grafo contraido con una cuerda

binaria se llama expansion. Dejemos que Vv° sea el nimero

de vértices, a sea el nimero de aristas, y L° el nimero total
de circuitos en un grafo contraido entonces:

Ve =v-v,
e =e—v, (2.36), (2.37), (2.38)

L=e°—ve+2=L.

Desde que cada cuerda binaria de longitud i contiene i
vértices binarios, lo siguiente sera:

b, +2b, +3b, +...+qb, =V, (2.39)

Donde bidenota el nimero de cuerdas binarias de longitud
i, ¥ g denota la cuerda binaria mas larga de un grafo
convencional. Se considerara una cuerda binaria de longitud
cero como un caso especial en el cual dos vértices de un grado
mayor a dos estan conectados directamente por una arista. De
la definicion de un grafo contraido se deduce:
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by +y +b, +b,+..+b, =¢" (2.40)

Para el grafo convencional (8,10) mostrado a

continuacion se tiene que v=8, a=10, L= 4,
v, =4,b, =3,bp =2,y b, =1.

-
1 4 8
S
$: 7

Figura 15. Grafo (8,10) de v=8, a=10, L=4.
Fuente: Tsai (2001, p.54).

Las ecuaciones (2.36), (2.37) y (2.38) predicen que
Ve =8-4=4,°=10-4=6,y L° =4,lo cual puede ser verificado
facilmente en el grafo contraido:

Vi

2 3

Figura 16. Un grafo contraido.
Fuente: Tsai (2001, p.51).

Obviamente, las ecuaciones (2.39) y (2.40) estan también
satisfechas.

3.15 Grafos duales

El grafo dual de un grafo convencional es un grafo en el
cual los vértices representan circuitos (incluyendo el circuito
periferal) y los circuitos del dual representan los vértices del
convencional. Dado un grafo convencional G, su grafo dual
G” se construye asi: ponga un vértice en cada circuito de G, y
si dos circuitos adyacentes de G comparten una arista comdn
a, conecte los vértices correspondientes de G™ con una arista
a" a través de a. El dual de un grafo simple puede contener
auto-circuitos si el grafo original tiene puentes. También
puede convertirse en un multigrafo si hay vértices binarios en
el grafo original. La siguiente Figura muestra la construccion
de un grafo dual partiendo de uno convencional:

Figura 17. Un grafo y su dual.
Fuente: Tsai (2001, p.53).

3.16 Elgrafoy su dual

Como se muestra en la Fig. 17, se trazé el grafo dual de
acuerdo con las indicaciones anteriores. Dado que los
circuitos 3 y 4 en el grafo convencional estan divididos por
las aristas es7, €ss, Y €ss, €n el correspondiente dual, va y va
estan conectados por tres aristas paralelas. De forma similar
hay dos aristas paralelas conectando vi y v, V1Y Va, Y V2 Y Va.
Para simplificar méas la notacion, se reemplazan las aristas
paralelas en un grafo dual por una sola arista y se la etiqueta
con el nimero de aristas paralelas.

Figura 18. Un grafo dual etiquetado.
Fuente: Tsai (2001, p.54).

La Fig. 18 muestra un grafo dual con aristas etiquetadas de
acuerdo con lo presentado anteriormente en la Fig. 17. Nétese
que, en el grafo dual simple, las dos aristas paralelas entre v
y V4 estan divididos por la cadena de vértices v, — vz — va. En
el grafo dual etiquetado en la Fig. 18 esta informacion se
pierde. Por esta razén un grafo dual etiquetado podra dar
lugar a convertirse en mas de un grafo convencional, simple
0 sin etiquetar. La Fig. 19 muestra un segundo grafo que
comparte el mismo dual y aristas etiquetadas que el dual
original en la Fig. 17.

vy

2 3 7
Figura 19. Un grafo con las mismas aristas etiquetadas que el dual.
Fuente: Tsai (2001, p.54).

Por definicion, el dual de un grafo planar también es un
grafo planar, y por consiguiente, el dual del dual de G sera el
grafo G original. Aunque es de notar que un grafo con mas de
un incorporamiento planar puede dar origen a mas de un grafo
dual, tal como se muestra a continuacion.

(a) Grafo (7,10) (b) el Grafo dual de (a).

(c) Grafo isomorfo de (a), (d) Grafo dual de (c).

Figura 20. Dos grafos isomorfos originando dos grafos duales diferentes.
Fuente: Tsai (2001, p.55).
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Se resume la correspondencia entre un grafo convencional
y su dual de la siguiente manera: (1) los vértices de un grafo
dual corresponden a los circuitos de un grafo convencional.
(2) los circuitos de un grafo dual corresponden a los vértices
de un grafo convencional. (3) el grado de un vértice en un
grafo dual corresponde al nimero de aristas en un circuito de

un grafo convencional. Hagamos que v denote en nimero
de vértices, a“el nimero de aristas, y L el nimero total de

circuitos en un grafo dual. Las siguientes relaciones se
mantienen.

vl =L (2.43)
el =e (2.44)
LY =v. (2.45)

Sohn y Freudenstein en [14], aplicaron el concepto de
grafos duales para el desarrollo de un procedimiento
automatizado para la enumeracion de las estructuras
cinematicas de los mecanismos.

3.17 Representaciones funcionales esquematicas

La Representacién funcional esquematica, se refiere a la
seccion transversal mas familiar de un mecanismo. Solo se
muestran los elementos funcionales esenciales para la
topologia estructural de un mecanismo. Dos esquemas
funcionales representando diferentes estructuras fisicas
pueden algunas veces compartir la misma topologia
estructural.

At

(a) mecanismo RRSC-1y, (b) mecanismo RRSC-2.

Figura 21. Dos mecanismos espaciales diferentes con la misma topologia
estructural.
Fuente: Tsai (2001, p.61).

De manera similar, varios trenes de engranajes con
dentados internos y/o externos pueden compartir la misma
topologia estructural.

—t t ( ‘;3;
— el

e

- —

(a) Tren de engranaje con dentado externo.

(b) Tren de engranaje con dentado interno.

Figura 22. Representacion funcional esquematica de dos juegos de
engranajes que comparten la misma topologia estructural.
Fuente: Tsai (2001, p.62).

3.18 Representacion estructural

En una representacion estructural, cada eslabon de un
mecanismo es denotado por un poligono cuyos Vértices
representan los pares cinematicos. Especificamente un eslabdn
binario es representado por una linea con dos vértices finales,
y un eslabon ternario representado por un triangulo asciurado
con tres vértices, un eslabon cuaternario es representado por
un cuadrilatero asciurado con cuatro vértices etc. La Fig. 23
muestra un eslabén binario, ternario y cuaternario. Los
vértices de una representacién estructural pueden ser
coloreados para la identificacion de los pares. Por ejemplo,
los vértices solidos (en color negro) se usan para denotar
pares de engranaje, mientras que los vacios denotan una junta
de revolucion.
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(a)Eslabon Binario  (b) Eslabon Ternario  (c) Eslabén cuaternario
Figura 23. Representacion estructural de eslabones.
Fuente: Tsai (2001, p.63).

La representacion estructural de un mecanismo es
definida de forma similar, excepto que el poligono que denota
el eslabon fijo esté rotulado de forma respectiva. A diferencia
de la representacion esquematica funcional, las dimensiones
de un mecanismo como la distancia de descentrado, y el
angulo de giro entre dos eslabones adyacentes, etc., no se
muestran en este tipo de representacion.

La Fig. 24 muestra la representacion estructural de los dos
mecanismos espaciales RRSC, donde las etiquetas de las
aristas denotan el nimero del eslabdn y la etiqueta de vértice
denota el tipo de union. La figura muestra que los cuatro
eslabonamientos estan conectados en un circuito cerrado por
juntas: revoluta, revoluta, esférica y cilindrica. Llegamos a la
conclusién de que ambos mecanismos mostrados comparten
la misma topologia estructural.

Figura 24. Representacion estructural y sus alternativas en funcional
esquematica.
Fuente: Tsai (2001, p.61,64).
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La Fig. 25 muestra un tren de engranajes planetario. En su
representacion esquematica (a), su representacion cinematica
(b), su representacion funcional esquematica (c) y su
representacion estructural cinematica (d).

Puede notarse que, en el nivel de abstraccién de la
representacion estructural cinematica, el tipo de dentado de
los engranajes no se especifica. Por lo tanto, la estructura
cinematica (d) puede traducirse en mas de una representacién
funcional esquematica (c). Cada par de engranajes puede
asumir un dentado interno o externo. Por lo tanto, no existe
una correspondencia de uno a uno entre la representacion
funcional esquematica y la representaciéon estructural. Es
natural concluir que, para identificar la diferencia, se requiere
un nivel adicional de abstraccion.

(a) Representacion esquematica (b) Representacion cinematica

4
T
3

I
e
I

L

-
(c) Rep. funcional esquematica (d) Rep. estructural cinemética

Figura 25. Representacion funcional y estructural de un tren de engranajes
planetarios equivalentes al mostrado en la Fig. 22.
Fuente: Tsai (2001, p.61-65).

Es posible utilizar, por ejemplo, Gi para representar un
dentado de engranajes interno y G, para un dentado externo.

La Fig. 26 muestra la representacion esquematica y
estructural de dos engranajes que comparten una misma
representacion estructural y diferentes representaciones
funcionales esquematicas equivalentes.

B—%*a El a

(b) Rep. Funcionales esquematicas equivalentes

o—e

(a) Rep. Estructural

Figura 26. Dos representaciones funcionales esquematicas que derivadas de
una misma representacion estructural.
Fuente: Tsai (2001, p.66).

3.19 Grafo de representacion

El grafo de representacion es una representacion mas
abstracta del mecanismo en donde los Vértices del grafo
denotan eslabones y las aristas denotan juntas. Para distinguir
las aristas de los pares, estas pueden ser etiquetadas o
coloreadas. Por ejemplo, los pares de engranaje superiores
pueden ser graficados de una linea mas gruesa, y las aristas
mas delgadas pueden denotar pares inferiores. Inclusive
pueden utilizar nomenclaturas de acuerdo con la localizacién
de sus ejes. El grafo de un mecanismo se denota de forma

similar, solo que la armadura o eslabon fijo se denota con un
vértice raiz.
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Figura 27. Grafos de representacion, representaciones estructurales y
funcionales esqueméticas.
Fuente: Tsai (2001, p.61-67).

Dado que no se especifica debido al nivel de abstraccion,
el grafo podria representar engranajes con dos ruedas
dentadas externa o internamente. El dibujo de un mecanismo
en grafo es bastante sencillo, no obstante el proceso inverso,
dibujar un mecanismo partiendo de un grafo requiere alguna
practica para alcanzar proporciones agradables. En sintesis, el
mecanismo de un grafo puede ser expresado en muchas
formas diferentes.

3.20 Ventajas de usar un grafo de representacion

i.  Muchas propiedades de red de grafos son directamente
aplicables. Por ejemplo: podemos aplicar la ecuacion
de Euler para obtener el criterio de movilidad de
circuito de mecanismos directamente.

ii. La estructura topoldgica de un mecanismo puede ser
identificada de manera Unica. Usando la representacion
de grafos, la similitud y la diferencia entre dos
mecanismos diferentes puede ser reconocida facilmente.

iii.  Los grafos pueden ser usados como una ayuda para el
desarrollo de cinematica asistida por computador y el
andlisis dinamico de mecanismos. Por ejemplo,
Freudenstein and Yang [15] aplicaron la teoria de los
circuitos fundamentales para el andlisis de fuerzas
cinematica y estatica de trenes de engranajes planares.
La teoria fue subsecuentemente extendida al analisis
cinemético de engranajes conicos en mecanismos
roboticos [16]. Fue desarrollada también wuna
metodologia sistematica para el analisis dindAmico de
engranajes acoplados a mecanismos robdticos [17].

iv. La teoria de grafos puede ser empleada para la
enumeracion sistematica de mecanismos [18], [19],
[20], [21], [22], [23], [24], [25].

v. Los grafos pueden usarse para la sistematica
clasificacion de mecanismos. Un atlas Gnico de grafos
puede ser usado para enumerar un nimero enorme de
mecanismos [26], [21], [27]. Esto obvia la necesidad
de un atlas de cadenas cinematicas construido para
cada aplicacion.

vi.  Los grafos pueden ser usados como una ayuda en un
bocetado automatico de mecanismos [28].
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4 Aplicaciones

A continuacion, se presenta de manera sistematica los
tipos de sintesis propuestos a diferentes mecanismos
procurando la heterogeneidad. Se propone la siguiente
progresién: 1. Se presenta inicialmente un mecanismo de seis
barras, 1GDL, formado con pares inferiores y cuya
morfologia representa alguna dificultad para la sintesis. 2. Se
presenta un mecanismo de retorno rapido de féacil
comprension, de cinco barras, que tiene un nivel mayor de
complejidad en la sintesis funcional esquematica, y que
incluye pares superiores. 3. Para la tercera aplicacion
tomaremos un tren de engranaje epiciclico, cuya morfologia
presenta una dificultad para la representacion y cuya sintesis
funcional esquematica es indispensable para representarlo.
4.1  Aplicacién 1. Suspension
En la Aplicacién 1 se usan los tres tipos de sintesis
presentados para un mecanismo de suspensién de un marco
de bicicleta de montafia.

Figura 28. Acercamiento del mecanismo que se sintetizara.
Fuente: Giant Bicycles, adaptado para esta publicacion.

En la Fig. 28 es posible ver la parte del marco de bicicleta
referente a la suspensién trasera.

)
=

Figura 29. Sintesis funcional esquematica.
Fuente: Esta publicacion.

La Fig. 29 muestra la imagen del mecanismo de suspension
trasera del marco de bicicleta presentado en la Fig. 28, y la
Sintesis de representacion funcional del mecanismo. Se optd
por superponer la imagen de la sintesis sobre la fotografia con
el fin de evidenciar su analogia. La finalidad de este tipo de
sintesis es comunicar la estructura y el movimiento.

Figura 30. Sintesis estructural del mecanismo.
Fuente: Esta publicacion.

La Fig. 30 muestra la fotografia del mecanismo y la
sintesis estructural. Para facilitar el reconocimiento de la
analogia, se etiquetd la sintesis y el mecanismo original
numerando los eslabones. Adicionalmente, en la sintesis se
etiquetaron los pares cinematicos, especificando su tipo.

R 4

3 Bos
R P
2 6
Rogr

Figura 31. Sintesis de Grafo del mecanismo propuesto.
Fuente: Esta publicacion.

Nota: la semblanza general del grafo resultante a la
imagen del marco de bicicleta usado para este ejemplo es
meramente incidental.

La Fig. 31 muestra la sintesis de grafo del mecanismo
propuesto. Siguiendo la tradicion de Tsai, para nombrar los
grafos, podria llamérselo Grafo RRRRRP.

4.2 Aplicacion 2. Mecanismo de retorno rapido
La Fig. 32 muestra un mecanismo de movimiento rotativo

reciprocante. Este mecanismo tiene, a diferencia del anterior,
solamente 5 eslabones, y cuenta con un par superior.
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Figura 32. Imagen de un mecanismo de retorno rapido y su sintesis funcional
esquematica.
Fuente: DesignGuru y esta publicacion.

La Fig. 32 muestra la sintesis funcional esquematica del
mecanismo de retorno rapido, siguiendo los lineamientos de
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la norma 1SO3952-1:1981. Notese que fueron etiquetados los
pares para identificar su naturaleza.

Figura 33. Sintesis estructural del mecanismo.
Fuente: DesignGuru y esta publicacion.

La Fig. 33 muestra la imagen del mecanismo anteriormente
tratado y su sintesis estructural. N6tese que se enumer6 a la
armadura o chasis con el nimero 1 al igual que en el ejemplo
anterior. En la sintesis estructural, los pares superiores pueden
diferenciarse graficamente usando un circulo y los inferiores
con una circunferencia como muestra la Figura.

Figura 34. Sintesis de Grafo del mecanismo propuesto.
Fuente: DesignGuru y esta publicacion.

La Fig. 34 muestra la Sintesis de grafo del mecanismo de
retorno rapido. Nétese que el par superior de engranaje esta
representado por una arista de mayor grosor y que se ha
optado por un grafo arraigado en el vértice 1 para mostrar el
eslabon de armadura. Siguiendo la tradicion de Tsai, para
nombrar los grafos, podria llaméarselo Grafo PRRPRGp.

4.3  Aplicacién 3. Tren de engranajes epiciclico

Para la Aplicacion 3, se explora un mecanismo con mayor
dificultad para la identificacion de sus eslabones. Se presenta
un tren de engranajes epiciclico, el cual, en la practica, es muy
dificil de visualizar en virtud de su morfologia, ya que el
dentado de los engranajes se encuentra cubierto por el mismo
disefio del mecanismo, ver Fig. 35, eslabones 4 y 2. La
sintesis funcional esquematica, la sintesis estructural y la
sintesis de grafos, permiten entenderlo de manera suficiente.
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Figura 35. Sintesis funcional de un tren de engranajes epiciclico.
Fuente: L.-W. Tsai, Mechanism design.

La Fig. 35 muestra la sintesis funcional de un tren de
engranajes de acuerdo con la norma 1SO3952-1:1981 y la
técnica mostrada por Tsai.
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Figura 36. Sintesis estructural de un tren de engranajes epiciclico.
Fuente: L.-W. Tsai, Mechanism design y esta publicacion.

La Fig. 36 muestra la sintesis estructural correspondiente
a la sintesis funcional.
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Figura 37. Sintesis de Grafo del mecanismo propuesto.
Fuente: L.-W. Tsai, Mechanism design y esta publicacion.

La Fig. 37 muestra la sintesis funcional y la sintesis de
grafo correspondiente al tren de engranajes epiciclico de la
aplicacion 3.

5  Conclusiones y discusién

Los conceptos basicos de la teoria de grafos que son
esenciales para el analisis y la sintesis de mecanismos fueron
presentados en este articulo. Se definieron grafos, grafos
isomorfos, grafos contraidos y grafos duales. Las caracteristicas
topolégicas de los grafos planares fueron derivadas
mostrando su aplicacion en los mecanismos. Para facilitar el
desarrollo de una metodologia de enumeracién topoldgica
automatica de grafos existen matrices las cuales se
mencionaron, pero no se presentaron en este articulo.
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La propuesta presentada hace una introduccion progresiva
y pedagdgica a la teoria de grafos, util para reducir
informacion compleja no sélo de mecanismos sino también
de redes.

En el articulo se ha presentado de una forma sencilla la
estructura de los mecanismos planares explicando por qué
pueden sintetizarse y entenderse con la teoria de grafos. El
articulo ha explorado también la correspondencia entre grafos
y mecanismos, describiendo las coincidencias en las
caracteristicas estructurales de ambos.

Tsai se vale de demostraciones matematicas para
presentar las caracteristicas compartidas entre leyes de grafos
y leyes de mecanismos. En el articulo se obvi6 la presentacion
de estas demostraciones, tanto por economia de impresion y
concision tematica, como por el perfil del publico objetivo de
este producto académico.

El libro de Tsai, es un libro de texto principalmente. Esto
quiere decir que contiene ejercicios, resimenes y otros
recursos pedagogicos. En un articulo tematico no se incluyen
ninguno de estos.

La sintesis de mecanismos es el primer paso del disefio
sistemético de mecanismos. Aunque los pasos siguientes a la
sintesis de grafos para el disefio de mecanismos son
intuitivos, en este articulo los excluimos a pesar de que
aparecen en las propuestas de Tsai, Freudenstein y otros.

La sintesis de mecanismos, como la maneja Tsai, es
comparativamente mas sencilla de aplicar que la sintesis
grafica que presentan Schmidt y otros [2]. Esa caracteristica
hace que la propuesta de Tsai tenga algunas limitaciones y
potencialidades diferentes de otras metodologias analogas o
derivadas.

La sintesis de mecanismos en grafos permite iterar y
alternar estructuras cinematicas sistematicamente facilitando
la documentacion répida y precisa. Este tipo de
representacion tiene menor cantidad de detalle y facilita el
traslado a la sintesis funcional esquematica y representacion
estructural.

Terminando, debemos recordar que, si bien este articulo
abarco la sintesis de mecanismos de una forma completa, no
es suficiente como wuna metodologia de disefio de
mecanismos. Es indispensable completar la propuesta de disefio,
con el analisis de mecanismos. El analisis de mecanismos permite
involucrar procesos como el célculo de grados de libertad y
prondstico de trayectorias de los eslabonamientos. La propuesta
de Tsai de analisis de mecanismos es una buena sugerencia
de publicaciones posteriores.

La metodologia presentada por Tsai, entre otras
metodologias disponibles para la sintesis de mecanismos es
posiblemente la mas sencilla y aprehensible por su interfase
grafica. Por lo tanto, amerita estudiar el desarrollo de
metodologias gréaficas para el disefio de mecanismos.

Como consecuencia de lo anterior, aparece la oportunidad
de investigar metodologias para el disefio de mecanismos con
interfase gréfica. Esta iniciativa, acercaria el disefio de
mecanismos a disciplinas diferentes de la ingenieria.
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